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蔵本モデル

蔵本モデル

dθi
dt

= ωi +
K

N

N∑
j=1

sin(θj − θi), i = 1, · · · , N

θi ∈ [0, 2π): i番目の振動子の位相

ωi: 分布 g(ω)からランダムに選んだ自然振動数

K: 結合定数

秩序変数

z =
1

N

N∑
j=1

eiθj =: reiψ

z
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蔵本予想

蔵本予想

N → ∞を考える。g(ω)が一山対称のとき、

K < Kc := 2/(πg(0))で r = 0が漸近安定

K > Kc で r > 0が漸近安定
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千葉によって 2015年に数学的に証明された。
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外力を付け加える

dθi
dt

= ωi +
K

N

N∑
j=1

sin(θj − θi)− h sin θi

g(ω)が Lorentz分布のときの数値計算結果
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臨界指数

r ∝ (K −Kc)
β , K > Kc

χ := lim
h→0

drh
dh

∝ |K −Kc|−γ±

rh ∝ h1/δ, K = Kc
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5 / 18



臨界指数

臨界指数

もともと統計力学で研究されてきたもの

モデルの詳細には依存せず、普遍的な性質のみに依存すると考えられ
ている。

システムの次元
相互作用の範囲

臨界現象の背景には何らかの非自明な数理的構造があるとされて
いる。

2次元 Isingモデルの臨界現象の背景には共形場理論と呼ばれる数理的
な構造がある。

g(ω) =
∆

π(ω2 +∆2)
のとき [Daido 2015]

β =
1

2
, γ = 1, δ = 3

Widomの等式: γ± = β(δ − 1)

他の g(ω)のときは？？
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自然振動数分布の族

g(L)n (ω) =
n sin(π/2n)

π

∆2n−1

ω2n +∆2n

g(G)
n (ω) =

n∆

Γ(1/2n)
e−(∆ω)2n
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Lorentz分布と Gauss分布の一般化

ω = 0まわりの展開

gn(ω) = gn(0)− Cnω
2n + · · ·
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自己無矛盾方程式

g(ω): 一山対称

自己無矛盾方程式

rh = (Krh + h)

∫ π/2

−π/2
cos2 θg((Krh + h) sin θ)dθ

h = 0のとき

r = Kr

∫ π/2

−π/2
cos2 θg(Kr sin θ)dθ

蔵本による直観的な説明を紹介する [Kuramoto 1975]。
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自己無矛盾方程式の導出 (1)

蔵本モデルを秩序変数を用いて変形すると

θ̇i = ωi −Kr sin θi

|ωi| ≤ Kr のとき

ωi = Kr sin θi, |θi| ≤
π

2
が安定な定常解。
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自己無矛盾方程式の導出 (1)

蔵本モデルを秩序変数を用いて変形すると

θ̇i = ωi −Kr sin θi
|ωi| > Kr のとき
自然振動数が ω のときに振動子が [θ, θ + dθ)にいる確率を
ρdrift(θ | ω)dθ と書くと、定常性から

∂

∂θ

[
ρdrift(θ | ω)dθ

dt

]
= 0∫

S1 ρdrift(θ | ω)dθ = 1より

ρdrift(θ | ω) = 1

2π

√
ω2 − (Kr)2

|ω −Kr sin θ|
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自己無矛盾方程式の導出 (2)

2つの状態をまとめると

r =

∫
|ω|≤Kr

dω cos θ(ω)g(ω) +

∫
S1
dθ

∫
|ω|>Kr

dω cos θρdrift(θ | ω)g(ω)

g(−ω) = g(ω)と ρdrift(θ | ω) = ρdrift(θ + π | −ω)より

r = Kr

∫ π/2

−π/2
cos2 θg(Kr sin θ)dθ

外力が入った場合も同様にして

rh = (Krh + h)

∫ π/2

−π/2
cos2 θg((Krh + h) sin θ)dθ

が示される。
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臨界指数の導出

r, h ≪ 1として自己無矛盾方程式を展開すると、

rh =
K

Kc
rh −Dnr

2n+1
h +

h

Kc
+ · · ·

h = 0のとき

(1− K

Kc
)r = −Dnr

2n+1 + · · ·

より r ∝ (K −Kc)
1/2n

K = Kc のとき

Dnr
2n+1
h =

h

Kc
+ · · ·

より rh ∝ h1/2n+1

(1− K

Kc
)χ = −(2n+ 1)Dnχr

2n +
1

Kc

より χ ∝ |K −Kc|−1
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model β δ γ+ γ−

Γ(θ) = sin θ g(ω): Lorentzian 1/2 3 1 1
gn(ω) 1/2n 2n+ 1 1 1

Widomの等式 γ± = β(δ − 1)が成り立っている。

結合関数を変えると臨界指数は？
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sin 2θを付け加える

dθi
dt

= ωi +
K

N

N∑
j=1

[sin(θj − θi) + a sin 2(θj − θi)], a < 0

K

r

K

r

a < 0 0 < a < 1
中心多様体縮約を用いて β = 1であることが示されている [Crawford
1995,Chiba 2011]。

model β δ γ+ γ−

Γ(θ) = sin θ g(ω): Lorentzian 1/2 3 1 1
gn(ω) 1/2n 2n+ 1 1 1

Γ(θ) = sin θ + a sin 2θ g(ω): Lorentzian 1 ? ? ?
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自己無矛盾方程式

k = 1, 2に対して rk = 1
N

∑N
j=1 e

kiθj を用いると

θ̇i = ωi −K(r1 sin θi + ar2 sin 2θi)

である。r∗ = maxθ r1 sin θ + ar2 sin 2θ とおく。

|ωi| ≤ Kr∗ のとき

ωi = K(r1 sin θi + ar2 sin 2θi), |θi| ≤ θ∗

が安定な定常解。
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自己無矛盾方程式

k = 1, 2に対して rk = 1
N

∑N
j=1 e

kiθj を用いると

θ̇i = ωi −K(r1 sin θi + ar2 sin 2θi)

である。r∗ = maxθ r1 sin θ + ar2 sin 2θ とおく。
|ωi| > Kr∗ のとき

∂

∂θ

[
ρdrift(θ | ω)dθ

dt

]
= 0

規格化定数を C(r1, r2, ω)として

ρdrift(θ | ω) = C(r1, r2, ω)

|ω − (r1 sin θ + ar2 sin 2θ)|
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臨界指数

rk =

∫
|ω|≤Kr∗

dω cos kθ(ω)g(ω) +

∫
S1
dθ

∫
|ω|>Kr∗

dω cos kθρdrift(θ | ω)g(ω)

r1, r2 ≪ 1で展開

r1 =
Kg(0)

2
(2θ∗ − sin 2θ∗)r1 +

4aKg(0)

3
sin3 θ∗r2 +

aK2

2
Cr1r2 + · · ·

r2 =
8Kg(0)

3
sin3 θ∗r1 +

aKg(0)

2
(4θ∗ − sin 4θ∗)r2 −

K2

4
Cr21 + · · ·

C = PV
∫
R
dω

g′(ω)

ω

r2 を消去

r1 =
2(1− a)

K3
cCa

(K −Kc)
1 + · · ·

中心多様体縮約による結果と一致 [Chiba 2011]!！

δ = 2, γ± = 1
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数値計算

dθi
dt

= ωi +
K

N

N∑
j=1

[sin(θj − θi) + a sin 2(θj − θi)]− h sin θi, a = −0.2
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数値計算

dθi
dt

= ωi +
K

N

N∑
j=1

[sin(θj − θi) + a sin 2(θj − θi)]− h sin θi, a = −0.2
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まとめと展望

Coupled phase-oscillator β δ γ+ γ−

Γ(θ) = sin θ g(ω): Lorentzian 1/2 3 1 1
gn(ω) 1/2n 2n+ 1 1 1

Γ(θ) = sin θ + a sin 2θ g(ω): Lorentzian 1 2 1 1

Widomの等式 γ± = β(δ − 1)が成り立っている。
蔵本モデルだと自明？
(1−K/Kc)rh = −(rh)

a + hのときに

β =
1

a− 1
, δ = a, γ± = 1

ネットワーク上の蔵本モデルだと臨界指数は？

解析的でない g(ω)では？？
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