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ネットワーク上の一様な結合振動子系

ネットワーク上の一様な結合振動子系
dθi
dt

=
∑

j∈[N ]

aij sin(θj − θi), i ∈ [N ]

• θi ∈ [0, 2π): i番目の振動子の位相
• aij ∈ {0, 1}: ネットワークの隣接行列の (i, j)成分

• θ0 = (0, 0, . . . , 0)T: 完全同期解、すべての位相が同じ
• この解はネットワークによらずに安定

• 密であれば必ず同期すると期待 (完全同期のみが安定平衡点)

• どれほど “密”であれば必ず同期する？
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接続数 (connectivity)

connectivity µ

µ =
mini∈[N ]

∑
j∈[N ] aij

N − 1

• µはネットワークの “密具合”を表す
• ネットワークの最小次数を規格化したもの
• µ = 1のとき全結合ネットワーク

µ = 2
49 = 0.040 . . . µ = 10

49 = 0.204 . . . µ = 49
49 = 1
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臨界接続数 (critical connectivity)

dθi
dt

=
∑

j∈[N ]

aij sin(θj − θi)

完全同期以外の安定平衡点が存在 完全同期のみが安定
(同期しない密なネットワーク) (必ず同期するネットワーク)

µ ≤ 0.6809 . . . (Wiley, 2006) µ = 1 (Watanabe, 1994)

µ ≤ 0.6818 . . . (Canale, 2015) µ ≥ 0.9395 . . . (Taylor, 2012)

µ ≤ 0.6828 . . . (Townsend, 2020) µ ≥ 0.7929 . . . (Ling, 2019)

µ ≥ 0.7889 . . . (Lu, 2020)

• µc: 臨界接続数、完全同期解のみが安定平衡点となる µの境界
0.6828 · · · ≤ µc ≤ 0.7888 . . .

• 本研究: できるだけ密な同期しないネットワークを探索する
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巡回グラフ
• ネットワークとして巡回グラフを考える

• 巡回グラフの対応する隣接行列は巡回行列
• x ∈ {0, 1}N−1: 巡回行列を生成する列

aij = xi−j mod N , xi = xN−i

• 強い対称性があるおかげで諸々の値の手計算が可能
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p-twisted stateと線形固有値
dθi
dt

=
∑

j∈[N ]

aij sin(θj − θi)

• ネットワークが巡回グラフの場合、p-twisted stateが平衡点
θp =

(
0,

2πp

N
,
4πp

N
, . . . ,

2π(N − 1)p

N

)T

, 0 ≤ p ≤
⌊
N

2

⌋

• p = 0は完全同期解
• p-twisted stateまわりの Jacobian行列の固有値 λ

λk =
∑

l∈[N−1]

xl cos

(
2πpl

N

)[
−1 + cos

(
2πkl

N

)]

• λ0 = 0: 系の大域的回転対称性より
• λk, k = 1, . . . , N − 1の正負が p-twisted stateの安定性を決
める
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方針
• 安定平衡点を持つネットワークを色々取り替える

⇓
その中で µが最大となるネットワークを選ぶ

• 最適化問題として定式化するのが良い。
• 今回の問題では x ∈ {0, 1}N−1 を探せば良いので整数計画問
題として定式化できる。

• 制約条件は一次式で書ける
• λk < 0 ⇔ L(N,p)x < 0 (安定性)

[
L(N,p)

]

kl
= cos

(
2πpl
N

)[
−1 + cos

(
2πkl
N

)]

• xi = xN−i ⇔ C(N)x = 0 (無向グラフ)
[
C(N)

]

kl
= δk,l − δk,N−l
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整数計画問題としての定式化
“N 体の振動子を持つ系において p-twisted stateが安定平衡点にな
るようなネットワークの中で最大の connectivityはいくらか？”

整数計画問題 (N, p)

N ≥ 2, 1 ≤ p ≤ &N/2'に対して
maximize µ =

1

N − 1
1Tx,

subject to x ∈ {0, 1}N−1 ,

L(N,p)x < 0, λk < 0

C(N)x = 0. xi = xN−i

• µ(N,p): 各 N, pにおける整数計画問題の最大値
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µ(N,p) の厳密解
Theorem (µ(N,p))

N ≥ 2, 1 ≤ p ≤ &N/2'に対してm = gcd(N, p), Ñ = N/mと
おく。
1. Ñ = 2, 3, 4のとき実行可能解が存在しない。
2. Ñ ≥ 5のとき

S(Ñ)
k =

k∑

l=1

cos

(
2πl

Ñ

)[
−1 + cos

(
2πl

Ñ

)]

とし、k(Ñ)
c を S(Ñ)

k ≥ 0なる最小の k と定義する。このとき、
µ(N,p) =

m(2kc − 1)− 1− 2&mSkc−1/(Skc − Skc−1)'
N − 1
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µc の下限
Theorem (supµ(N,p))

sup
{
µ(N,p)

∣∣∣ 1 ≤ p ≤ &N/2', N ≥ 2
}

= lim
m→∞

µ(19m,m)

=
11

19
− 2

19

∑5
l=1

[
− cos

(
2πl
19

)
+ cos2

(
2πl
19

)]

− cos
(
12π
19

)
+ cos2

(
12π
19

) = 0.683875 . . .

• µ ≤ 0.6838 . . . なるネットワークが存在して、完全同期解以外
の安定平衡点が存在する。

0.6838 · · · ≤ µc ≤ 0.7888 . . .
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まとめと展望
dθi
dt

=
∑

j∈[N ]

aij sin(θj − θi)

完全同期以外の安定平衡点が存在 完全同期のみが安定
(同期しない密なネットワーク) (必ず同期するネットワーク)

µ ≤ 0.6809 . . . (Wiley, 2006) µ = 1 (Watanabe, 1994)

µ ≤ 0.6818 . . . (Canale, 2015) µ ≥ 0.9395 . . . (Taylor, 2012)

µ ≤ 0.6828 . . . (Townsend, 2020) µ ≥ 0.7929 . . . (Ling, 2019)

µ ≤ 0.6838 . . . (Yoneda, 2021) µ ≥ 0.7889 . . . (Lu, 2020)

• µcの下からの評価について
• 巡回グラフにおける他の平衡点？ 他のネットワーク？

• µcの上からの評価について
• 勾配系のポテンシャル E(θ)に関するモース理論？

dθ

dt
= −∂E(θ)

∂θ
, E(θ) = −1

2

∑

i,j∈[N ]

aij cos(θj − θi)
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APPENDIX



µ(N,p) の数値計算
• 最適化ライブラリ: JuMP(Julia), pulp(Python)

200 400 600
N

0.62

0.64

0.66

0.68

µ
(N

,p
)

previous lower bound of µc



ネットワーク密度
ネットワーク密度 d

d =

∑
i,j∈[N ] aij

N(N − 1)

• 可能なすべての辺の数に対する辺の数の比
• 全結合ネットワークで d = 1

• dが大きいからといって同期するわけではない
µ = d = 1
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巡回行列
• x ∈ RN から生成される巡回行列 A ∈ RN×N

A = (aij)1≤i,j≤N = (xj−i)1≤i,j≤N

=





x0 x1 . . . xN−2 xN−1

xN−1 x0 x1 xN−2
... xN−1 x0

. . .
...

x2
. . .

. . . x1
x1 x2 . . . xN−1 x0





• 行列 Aの固有値 λk, k = 0, 1, . . . , N − 1

λk =
N−1∑

l=0

xl exp

(
2πikl

N

)



(N, p) = (19m,m)
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